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Transformations vs filtrage

• filtrage: modifier l'image du signal 
 
 
 

• transformations: modifier le domaine du signal
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g(x) = f(T (x))

g(x) = T (f(x))

3



• filtrage: modifier l'image du signal 
 
 
 

• transformations: modifier le domaine du signal

Transformations vs filtrage

T

T

g(x) = f(T (x))

g(x) = T (f(x))

4



• Une transformation T modifie les coordonnées des pixels : 
 
 
 
 

• Pourquoi « globale »? 
• La même transformation est appliquée à chaque point 

• Pourquoi « paramétrique »? 
• Peut être représentée par un faible nombre de paramètres

Transformations globales (paramétriques) 

p0 = T (p)
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• Pour qu’une transformation soit linéaire, il faut qu’on puisse la 
représenter avec une matrice:

Transformations linéaires


x0

y0

�
= M


x
y

�
p0 = Mp



Transformations globales
translation rotation échelle

étirement perspectiveaffine

image 
originale
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Identité?

x0 = x

y0 = y
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Facteur d’échelle autour de (0,0)?

x0 = sxx

y0 = syy
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Réflexion en x?

x0 = �x

y0 = y
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Réflexion par rapport à l’origine?

x0 = �x

y0 = �y
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Étirement (shear)?

x0 = x+ kxy

y0 = y + kyx
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Rotation?

(x0, y0)

(x, y)

✓
�
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Rotation?

x0 = x cos ✓ � y sin ✓

y0 = x sin ✓ + y cos ✓
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Rotation 2D

• Forme matricielle: 

• Même si  et  sont des fonctions non-linéaires en , 
• x’ et y’ sont des combinaisons linéaires de x et y 

• Quelle est la transformation inverse? 

• Rotation par  

• Pour les matrices de rotation:

sin θ cos θ θ

−θ

R


x0

y0

�
=


cos ✓ � sin ✓
sin ✓ cos ✓

� 
x
y

�

R�1 = RT
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Quelles transformations peuvent être représentées 
par des matrices 2x2?
Translation?

x0 = x+ tx

y0 = y + ty

Seulement les fonctions linéaires en x et y  
peuvent être représentées par des matrices 2x2!
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Transformations linéaires

• Toutes les transformations linéaires sont des combinaisons de: 
• échelle, rotation, étirement, réflexion 

• Propriétés 
• Origine ne change pas 

• Sont préservées : lignes, lignes parallèles, ratios, droites 

• La composition de transformations linéaires est une transformation linéaire


x0

y0

�
=


a b
c d

� 
x
y

�


x0

y0
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a b
c d

� 
e f
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�
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Translations?

• Comment pouvons-nous représenter les translations sous forme 
matricielle?

x0 = x+ tx

y0 = y + ty
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Coordonnées homogènes

• Représente des coordonnées 2-D avec un vecteur à 3 éléments


x
y

� 2

4
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y
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3

5
Coordonnées homogènes

2
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y
w
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5
Point 2D


x/w
y/w

�
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Coordonnées homogènes

• Propriétés: 
• Invariance au facteur d’échelle 

• (x, y, 0) représente un point à l’infini 

• (0, 0, 0) n’est pas permis

2
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y
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3

5
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Translations?

• Comment pouvons-nous représenter les translations sous forme 
matricielle? 
 
 

• En utilisant une matrice 3x3!

x0 = x+ tx

y0 = y + ty
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Transformations 2D en matrices 3x3

Translation

Rotation Étirement

Échelle
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Transformations linéaires
• Les transformations linéaires sont des combinaisons de: 

• échelle, rotation, étirement, réflexion 

• Propriétés 
• Sont préservées : origine, lignes parallèles, ratios, droites 

• La composition de plusieurs transformations linéaires est une transformation linéaire


x0

y0

�
=


a b
c d

� 
x
y

�

Combien de degrés de liberté?
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Transformations affines

• Les transformées affines sont des combinaisons de: 
• échelle, rotation, étirement, réflexion et translations 

• Propriétés 
• Sont préservées : origine, lignes parallèles, ratios, droites 

• La composition de plusieurs transformations affines est une transformation affine
2
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Combien de degrés de liberté?
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Composition

• Les transformations peuvent être composées en multipliant les 
matrices

<latexit sha1_base64="G5Duwko8/iV9SOUX/ylqMwAs690="></latexit>2

4
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y0

1
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2

4
1 0 tx
0 1 ty
0 0 1

3

5

2

4
cos ✓ � sin ✓ 0
sin ✓ cos ✓ 0
0 0 1

3

5

2

4
sx 0 0
0 sy 0
0 0 1

3

5

2

4
x
y
1

3

5

Dans quel ordre sont appliquées ces transformations 
sur le point?

Est-ce que l’ordre est important?
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Composition Est-ce que l’ordre est important?

Translation puis rotation Rotation puis translation
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Transformations projectives
• Les transformées projectives sont des combinaisons de: 

• transformation affines et projections 

• Propriétés 
• Sont préservées : origine, lignes parallèles, ratios, droites 

• La composition de plusieurs transformations projectives est une transformation projective

Combien de degrés de liberté?
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Survol 
transformations linéaires (en coords. homogènes) 

Translation Rigide (euclidienne) Similarité Affine Projective

2 DDL 3 DDL 4 DDL 6 DDL 8 DDL
orientations, longueurs, 

angles, parallélisme, 
droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

<latexit sha1_base64="MIfKOz0+TwXmszKJRvExVyBICHw="></latexit>

[ I | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="Xyn/cDZkj1irWQdDmcOeuek21No="></latexit>

[ R | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="OfkKcxDe0Ppqy5i4z9p59WivoyA="></latexit>

[ sR | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="mWRRZJKqzuIyGTbATyXaf/fy9p8=">AAACFXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4kDJTH1XcVN24rGAf0BlKJs20oZkHyR2hDPMTbvwVNy4UcSu4829MpxXUeiBw7jn3cm+OGwmuwDQ/jdzc/MLiUn65sLK6tr5R3NxqqjCWlDVoKELZdoliggesARwEa0eSEd8VrOUOr8Z+645JxcPgFkYRc3zSD7jHKQEtdYsHtmAedLB9jm2fwMD1kos0qyTvD8DpJhVsA/eZwodpt1gyy2YGPEusKSmhKerd4ofdC2nsswCoIEp1LDMCJyESOBUsLdixYhGhQ9JnHU0Dovc4SfarFO9ppYe9UOoXAM7UnxMJ8ZUa+a7uHF+u/npj8T+vE4N36iQ8iGJgAZ0s8mKBIcTjiHCPS0ZBjDQhVHJ9K6YDIgkFHWQhC6FqWmcnFp4l3yE0K2XruGzeHJVql9M48mgH7aJ9ZKEqqqFrVEcNRNE9ekTP6MV4MJ6MV+Nt0pozpjPb6BeM9y+qg54U</latexit>

[ A ]2⇥3

<latexit sha1_base64="9gsQ4vWSXdXFjAXcCmokLuEpjck=">AAACHXicbVDJSgNBEO1xN25Rj14ag+ApzLiLF9FLjhHMApkh9HRqksaehe4aIQzzI178FS8eFPHgRfwbO5MIbg8KHu9VUVXPT6TQaNsf1tT0zOzc/MJiaWl5ZXWtvL7R1HGqODR4LGPV9pkGKSJooEAJ7UQBC30JLf/mcuS3bkFpEUfXOEzAC1k/EoHgDI3ULR+4EgLsUPeMuiHDgR9kLgrZg6yW54WqRH+AXjfbp8YIQdP9vFuu2FW7AP1LnAmpkAnq3fKb24t5GkKEXDKtO46doJcxhYJLyEtuqiFh/Ib1oWNoxMweLyu+y+mOUXo0iJWpCGmhfp/IWKj1MPRN5+gD/dsbif95nRSDEy8TUZIiRHy8KEglxZiOoqI9oYCjHBrCuBLmVsoHTDGOJtBSEcKx7ZweOfQv+QqhuVd1Dqv21UHl/GISxwLZIttklzjkmJyTGqmTBuHkjjyQJ/Js3VuP1ov1Om6dsiYzm+QHrPdPoP6h0g==</latexit>h
H̃

i

3⇥3

Dans chaque famille, la composition et l’inverse font 
également partie de la même famille.
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Survol 
transformations linéaires (en coords. homogènes) 

Translation Rigide (euclidienne) Similarité Affine Projective

2 DDL 3 DDL 4 DDL 6 DDL 8 DDL
orientations, longueurs, 

angles, parallélisme, 
droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

orientations, longueurs, 
angles, parallélisme, 

droites

<latexit sha1_base64="MIfKOz0+TwXmszKJRvExVyBICHw="></latexit>

[ I | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="Xyn/cDZkj1irWQdDmcOeuek21No="></latexit>

[ R | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="OfkKcxDe0Ppqy5i4z9p59WivoyA="></latexit>

[ sR | t ]2⇥3

<latexit sha1_base64="mWRRZJKqzuIyGTbATyXaf/fy9p8=">AAACFXicbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4kDJTH1XcVN24rGAf0BlKJs20oZkHyR2hDPMTbvwVNy4UcSu4829MpxXUeiBw7jn3cm+OGwmuwDQ/jdzc/MLiUn65sLK6tr5R3NxqqjCWlDVoKELZdoliggesARwEa0eSEd8VrOUOr8Z+645JxcPgFkYRc3zSD7jHKQEtdYsHtmAedLB9jm2fwMD1kos0qyTvD8DpJhVsA/eZwodpt1gyy2YGPEusKSmhKerd4ofdC2nsswCoIEp1LDMCJyESOBUsLdixYhGhQ9JnHU0Dovc4SfarFO9ppYe9UOoXAM7UnxMJ8ZUa+a7uHF+u/npj8T+vE4N36iQ8iGJgAZ0s8mKBIcTjiHCPS0ZBjDQhVHJ9K6YDIgkFHWQhC6FqWmcnFp4l3yE0K2XruGzeHJVql9M48mgH7aJ9ZKEqqqFrVEcNRNE9ekTP6MV4MJ6MV+Nt0pozpjPb6BeM9y+qg54U</latexit>

[ A ]2⇥3

<latexit sha1_base64="9gsQ4vWSXdXFjAXcCmokLuEpjck=">AAACHXicbVDJSgNBEO1xN25Rj14ag+ApzLiLF9FLjhHMApkh9HRqksaehe4aIQzzI178FS8eFPHgRfwbO5MIbg8KHu9VUVXPT6TQaNsf1tT0zOzc/MJiaWl5ZXWtvL7R1HGqODR4LGPV9pkGKSJooEAJ7UQBC30JLf/mcuS3bkFpEUfXOEzAC1k/EoHgDI3ULR+4EgLsUPeMuiHDgR9kLgrZg6yW54WqRH+AXjfbp8YIQdP9vFuu2FW7AP1LnAmpkAnq3fKb24t5GkKEXDKtO46doJcxhYJLyEtuqiFh/Ib1oWNoxMweLyu+y+mOUXo0iJWpCGmhfp/IWKj1MPRN5+gD/dsbif95nRSDEy8TUZIiRHy8KEglxZiOoqI9oYCjHBrCuBLmVsoHTDGOJtBSEcKx7ZweOfQv+QqhuVd1Dqv21UHl/GISxwLZIttklzjkmJyTGqmTBuHkjjyQJ/Js3VuP1ov1Om6dsiYzm+QHrPdPoP6h0g==</latexit>h
H̃

i

3⇥3

Dans chaque famille, la composition et l’inverse font 
également partie de la même famille.
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Estimer une transformation

• Étant données deux images.  
• Comment faire pour estimer leur transformation? 

• Demandons à un utilisateur de nous indiquer des points de 
correspondance entre les 2 images 

• Combien en avons-nous besoin?



Estimer une translation

• Combien de correspondances?
image 1 image 2

Où est l’origine? 
Quel est le système d’axes?

33



Estimer une transformation rigide

• Combien de correspondances?
image 1 image 2
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Estimer une transformation affine

• Combien de correspondances?
image 1 image 2

Attention! 
Les points doivent être linéairement indépendants

35



• Supposons que nous avons 
deux triangles 

• Quelle est la transformation entre 
ces deux triangles? 

• Comment pouvons-nous estimer 
les paramètres de cette 
transformation?

Questions

36



Transformation affine

<latexit sha1_base64="mb0YQCNGXSI1m9vJu9V9Hw3SAeU=">AAACK3icbVBLSwMxGMzWV62vqkcvwaIIQtkVtXoQSr14rGAf0K0lm37bhmYfJFlxKf0/XvwrHvTgA6/+D9PtCtY6EDKZmY8k44ScSWWa70Zmbn5hcSm7nFtZXVvfyG9u1WUQCQo1GvBANB0igTMfaoopDs1QAPEcDg1ncDn2G3cgJAv8GxWH0PZIz2cuo0RpqZOv3HfYrR0K5gHev8AE6zM+xA6Ok51i287FU5FuGoE04nbyBbNoJsCzxEpJAaWodvLPdjegkQe+opxI2bLMULWHRChGOYxydiQhJHRAetDS1CceyPYw+esI72mli91A6OUrnKi/J4bEkzL2HJ30iOrLv95Y/M9rRco9aw+ZH0YKfDq5yI04VgEeF4e7TABVPNaEUMH0WzHtE0Go0vXmkhJKpnV+auFZ8lNC/ahonRTN6+NCuZLWkUU7aBcdIAuVUBldoSqqIYoe0BN6RW/Go/FifBifk2jGSGe20RSMr2/znqNi</latexit>

x0
i = axi + byi + c

y0i = dxi + eyi + f
37



Transformation affine
<latexit sha1_base64="mb0YQCNGXSI1m9vJu9V9Hw3SAeU=">AAACK3icbVBLSwMxGMzWV62vqkcvwaIIQtkVtXoQSr14rGAf0K0lm37bhmYfJFlxKf0/XvwrHvTgA6/+D9PtCtY6EDKZmY8k44ScSWWa70Zmbn5hcSm7nFtZXVvfyG9u1WUQCQo1GvBANB0igTMfaoopDs1QAPEcDg1ncDn2G3cgJAv8GxWH0PZIz2cuo0RpqZOv3HfYrR0K5gHev8AE6zM+xA6Ok51i287FU5FuGoE04nbyBbNoJsCzxEpJAaWodvLPdjegkQe+opxI2bLMULWHRChGOYxydiQhJHRAetDS1CceyPYw+esI72mli91A6OUrnKi/J4bEkzL2HJ30iOrLv95Y/M9rRco9aw+ZH0YKfDq5yI04VgEeF4e7TABVPNaEUMH0WzHtE0Go0vXmkhJKpnV+auFZ8lNC/ahonRTN6+NCuZLWkUU7aBcdIAuVUBldoSqqIYoe0BN6RW/Go/FifBifk2jGSGe20RSMr2/znqNi</latexit>

x0
i = axi + byi + c

y0i = dxi + eyi + f

<latexit sha1_base64="UFzIZJFFOTUlOHBFAqm7aF+0cGU=">AAAB6HicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKGj0IAS85JmAekCxhdtKbjJl9MDMrhJAv8OJBEa9+kjf/xslmBTUWNBRV3XR3ebHgStv2p5VbWV1b38hvFra2d3b3ivsHLRUlkmGTRSKSHY8qFDzEpuZaYCeWSANPYNsb38799gNKxaPwTk9idAM6DLnPGdVGatz0iyW7bKcgy8TJSAky1PvFj94gYkmAoWaCKtV17Fi7Uyo1ZwJnhV6iMKZsTIfYNTSkASp3mh46IydGGRA/kqZCTVL158SUBkpNAs90BlSP1F9vLv7ndRPtX7lTHsaJxpAtFvmJIDoi86/JgEtkWkwMoUxycythIyop0yabQhpCxXauLx2yTL5DaJ2VnYuy3TgvVWtZHHk4gmM4BQcqUIUa1KEJDBAe4RlerHvryXq13hatOSubOYRfsN6/AK1pjRA=</latexit>=

<latexit sha1_base64="l2cfKhbGVEGw0VQNuqIjrx71uuY=">AAACFXicbVDNS8MwHE3n16xfVY9egkPwIKMVdXobeNlxgvuAtYw0TbewNC1JKoyyf8KL/4oXD4p4Fbz535h2FdT5II/He78fSZ6fMCqVbX8alaXlldW16rq5sbm1vWPt7nVlnApMOjhmsej7SBJGOekoqhjpJ4KgyGek50+u87x3R4SkMb9V04R4ERpxGlKMlLaG1gmCrmv6mqCJCw5yg+QU5jTKaVwkdGjV7LpdAC4KpxQ1UKI9tD7cIMZpRLjCDEk5cOxEeRkSimJGZqabSpIgPEEjMtCSo4hILyt+NYNH2glgGAt9uIKF+3MjQ5GU08jXkxFSY/k3y83/skGqwksvozxJFeF4flGYMqhimFcEAyoIVmyqBcKC6rdCPEYCYaWLNIsSGrZzdeHARfFdQve07pzX7ZuzWrNV1lEFB+AQHAMHNEATtEAbdAAG9+ARPIMX48F4Ml6Nt/loxSh39sEvGO9fmuyZrw==</latexit>a

b

c

d

e

f

g

h

i

<latexit sha1_base64="icnKbyp+F6v4pSRF6x0JBlP3Lsw=">AAACenicbZFLS8NAEMc38VXrK+pRhKXFF0JJpFq9Fbz0WME+oA1ls9m0SzcPdzdCCf0QfjVvfhIvHtymER/rwC5/fjPDDP/xEkaFtO03w1xZXVvfKG2Wt7Z3dves/YOuiFOOSQfHLOZ9DwnCaEQ6kkpG+gknKPQY6XnT+0W+90y4oHH0KGcJcUM0jmhAMZIKjawXBIdPKfK/P+hpBGvE1wjRSKCRsUYmGqEjq2rX7DygLpxCVEER7ZH1OvRjnIYkkpghIQaOnUg3Q1xSzMi8PEwFSRCeojEZKBmhkAg3y62bwxNF1KoxVy+SMKc/OzIUCjELPVUZIjkRf3ML+F9ukMrg1s1olKSSRHg5KEgZlDFc3AH6lBMs2UwJhDlVu0I8QRxhqa5Vzk1o2M7djQN18WVC96rmXNfsh3q12SrsKIEjUAHnwAEN0AQt0AYdgMG7cWycGmfGh1kxL8zLZalpFD2H4FeY9U9o+MHg</latexit>

a b c d e f g h i

6 équations, 6 inconnues
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Estimer une transformation projective

• Combien de correspondances?
image 1 image 2

On y reviendra plus tard…
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Déformation d’image

• Étant données une image et une transformation T, comment 
calculer l’image déformée?

?

image 1 image 2

Hypothèse : les bordures de l’image ne 
changent pas



Idée 1 : transformation directe

• Pour chaque pixel, calculer sa nouvelle position et “copier-coller” 
sa couleur

image 1 image 2



Idée 1 : transformation directe

• Pour chaque pixel dans l’image 1, calculer sa position dans l’image 
2 et « copier-coller » sa couleur

image 1 image 2

Problème?



Idée 2 : transformation inverse

• Pour chaque pixel dans l’image 2, calculer sa position dans l’image 
1 (selon la transformation inverse!)

image 1 image 2

Approche privilégiée!



Idée 2 : transformation inverse

image 2

Interpolation bilinéaire :  

mais plusieurs autres options possibles!

<latexit sha1_base64="BKQ1FNAkjgQBDQejiq51pSX4rbI="></latexit>

f(x, y) ⇡
⇥
1� x x

⇤  f(0, 0) f(0, 1)
f(1, 0) f(1, 1)

� 
1� y
y

�


